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RESUMO: O presente trabalho tem como objetivo estudar a familia de curvas conhecidas
como Ovais de Cassini. Essas curvas tém equacdo cartesiana dada por
(x?2 +y%)2 — 2f2(x?> —y?) — f* = a*. Nesse trabalho foi estudada equacdo na forma
cartesiana e paramétrica e os casos particulares a partir das diferentes relacdes estabelecidas
entre os coeficientes a e f. Os resultados s@o obtidos ao analisar a condicdo de existéncia do
dominio e os parametros que levam a curvatura maxima e minima e, seus respectivos valores
nesses pontos. Por fim, os resultados obtidos (construgdo da familia de curvas, dominio
ecurvatura) sdo apresentados graficamente usando o sistema de computacdo algébrica
Mathematica.

PALAVRAS-CHAVE: ovais de cassini, dominio, curvatura.

INTRODUCAO

O estudo dos astros sempre foi algo intrigante para os seres humanos, que constantemente
estdo na busca para compreender mais sobre o universo. Um dos estudiosos do assunto foi o
alemdo Johannes Kepler (1571-1630), que teve seu primeiro contato com a astronomia ainda
crianca quando sua mée a levou para observar um cometa [5]. Kepler foi um dos estudiosos
mais importantes para a revolucdo cientifica do século XVII, sendo o responsavel por
desenvolver pesquisas a respeito da descri¢do do movimento planetério [4, 8]. Em um de seus
trabalhos mais relevantes o livro Astronomia Nova, 1609, Kepler apresenta fortes argumentos
em defesa do heliocentrismo e a teoria nomeada primeira lei de Kepler que descreve a trajetéria
dos planetas em torno do Sol como eliptica. Contudo, a teoria de Kepler nédo foi completamente
aceita. No ano de 1675, o astronomo italiano Giovani Domenico Cassini tentou mostrar que as
Orbitas dos planetas eram ovais [1, 3, 5].

Posteriormente, Sivadieri explorou esta questdo e concluiu que a diferenca entre a elipse e
a oval de Cassini é tdo distinguivel quanto a elipse e o circulo, portanto, se descartar o circulo
em favor da elipse, entdo, deve-se também descartar a oval com o mesmo argumento [4, 6].

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar a curva Oval de Cassini e
posteriormente analisar seus respectivos casos particulares e caracteristicas como dominio e
curvatura [2, 7].

DESCRICAO E DISCUSSAO

Com o objetivo de deduzir as equacdes paramétricas da familia de curvas Ovais de
Cassini, utiliza-se como principio sua defini¢do. Por definicdo a Oval de Cassini € o conjunto de
pontos P(x; y) pertencentes ao plano, tal que, o produto das distdncias de P(x; y) a dois
pontos fixos Fe F '(focos), situados no mesmo plano seja constante, ou seja,

PF-PF' =c. (1)
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Considere os pontos F(f; 0) e F'(—f; 0), uma constante c, tal que, a = Ve, e um ponto
P(x; y) pertencente as curvas Ovais de Cassini. Logo, pela definicdo tem-se,

(@ =+ 9@+ )+ =a’ @)
0 que equivale a equacdo cartesiana da curvas Ovais de Cassini centrada na origem,
=@+ 97 =21 — ) + [, 3)
Fazendo a mudanca de coordenadas cartesianas para coordenadas polares dadas por:
z(t) = pcost
y(t) = psent, 4)

onde p representa a distancia de P(x; y) até a origem, e t 0 angulo que P forma com o eixo
polar, tem-se,

[p?(cos t + sen?t)]? — 2f%(p* cos® t — p*sen?t) + f* = a* (5)
pt = 2% p% cos(2t) + f* = a®. (6)
E por fim, a partir da equacéo polar obtém-se a equagdo paramétrica para a familia de curvas

Ovais de Cassini. Ao igualar a equagéo 6 a zero temos uma equacao do segundo grau em funcao
de p?. Portanto,

p= \/fz cos(2t) + \/f4 cos2(2t) — fi+ a‘l, o

ao substituir p na equacao 4 resulta-se nas equagdes paramétricas para as Ovais de Cassini,

1) = \/)‘2 cos(2t) £ \/ frcos?(2t) — f4 + at cost

(t) = \/j’2 cos(2t) £/ fAcos?(2t) — f* 4 a* sent (®)

A partir das equagdes paramétricas das curvas Ovais de Cassini, analisa-se 0 dominio da
fungdo para trés diferentes relages estabelecidas entre os coeficientes ae f:a>f, a<f, e
a=f.

Considerando a/f > 1, ou seja, a > f, obtém-se uma curva continua e sem auto-
interseccdo, conforme observado na Figura 3. Se a razdo entre os coeficientes a e f,
respectivamente, estiver proxima a 1 o formato da curva se assemelha ao de um amendoim,
Figura 3(a). A medida que a razdo entre os coeficientes aumenta o formato da curva se
aproxima ao de uma elipse, conforme a Figura 3(b).



‘ 72 Semana de Matematica e _Saopaulo
\ %' Educagéo Matematica ichmgees
/ ~ Campus Braganca Paulista Paulista

7 a 11 de maio de 2018 - IFSP - Campus Braganca Paulista

ISSN 2527-1121

y(®©
v(© A
(b)

Y

X(t)

/\\/_\ -
T~

FIGURA 3: (a) Curva construida a partir dos coeficientes a = 2,1 e f = 2, a razdo entre 0s
coeficientes é 1,05. (b) Curva construida a partir dos coeficientes a = 2,8 ef = 2, a razdo entre
os coeficientes é 1,4.

Para estabelecer o dominio da fungdo tendo como referéncia a equacgdo (8), analisa-se
primeiro a expressdo que se encontra no radical interno, o qual deve assumir valores maiores ou
iguais a zero. Logo,

fleos?(2t) — fA+a' >0, 9)

ou seja, t deve ser tal que
4

sen 2(2t) < i (10

Uma vez que a > f, todo t do dominio admite como verdadeira a Equacdo (10). Mais
especificamente é possivel restringir o radical interior a uma faixa de valores:

V=T at < /= fTsen?(2t) +at < V' (11)

0 que pode ser observado na curva vermelha da Figura 4(a). A segunda condigdo para
estabelecer o dominio das Ovais de Cassini é de que a expressdo existente no radical externo
seja maior ou igual a zero, ou seja,

fPeos(2t) £/ freos?(2t) — fi4+a* >0 (12)

Cada parcela da Equacdo (12) esta representada graficamente na Figura 4(a). Ao realizar a soma
[subtracdo] entre as mesmas, como indica a Equacdo (12) tem-se como resultado a curva azul
[vermelho] representada na Figura 4(b).

@ ol (b)
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FIGURA 4: (a) Funcdes a serem operadas no radicando. (b) Resultado da adi¢do (azul) e
subtracdo (vermelho) entre as fungdes.

Conclui-se parcialmente que para o caso a/f > 1, as ovais de Cassini possuem dominio t € R,
com t no intervalo [0,2m] sendo responsavel por um ciclo completo na Oval. Além disso, as
equacdes paramétricas da curva sdo

x(t) = \/fz cos(2t) +/f* cos2(2t) — f* + a* cost
’ (13)

y(t) = \/fz cos(2t) ++/f*cos2(2t) — f* + a*sent

uma vez que para as equagdes correspondentes, mas com sinal negativo, ndo existe t real que
leva & um radicando maior ou igual a zero, como observado na Figura 4(b).
A andlise da curvatura da Oval de Cassini é feita graficamente usando a equacéo,

.’L”y” _ y’.’L‘H

=
() + (v')*]2 (14)
Admitindo os coeficientes a = 2,1 e f = 2 tem-Se a curvatura da Oval de Cassini em funcéo do
pardmetro t representada na Figura 5(a). A Figura 5(b) apresenta 0 mesmo resultado, mas com
uma representacao diferente. Em azul estdo os pontos (x(t), y(t),0), ou seja, a Oval de
Cassini. Enquanto que em vermelho estdo os pontos (x(t), y(t), k(t)), Ou seja, no eixo das
cotas esta representado a curvatura de cada ponto da oval de Cassini. Dessa forma, é possivel
determinar que os parametros que levam a curvatura maxima sao t = g et= 37" e a curvatura

maxima, em modulo, é 1,27.

(a) (b)

NN/

n 2 0
x(t) S / y(®)
t ~

FIGURA 5: Curvatura maxima é k(t) = | — 1,27| sendo referente aos parametros t = % e

k(t)
=)

Considere agora a relagdoa/f = 1, ou seja, a = f. Esse caso particular das Ovais de
Cassini resulta na curva conhecida como Leminiscata de Bernoulli, palavra que deriva do latim,
lemniscus, e significa fita com laco. A mesma é continua e possui uma auto-intersec¢do, como
na Figura 6.
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y(t)

= x(1)

FIGURA 6: Lemniscata de Bernoulli.

De maneira analoga ao caso anterior, estuda-se 0 dominio da curva, mas a partir da nova
relacdo estabelecida entre os coeficientes a e f. Seja a = f, a primeira condi¢dode existéncia do
dominio é de que a expressdo do radical interno, f*cos?(2t) — f* + a*, assuma valores
maiores ou iguais a zero, e consequentemente,

| sen (2t)] < 1. (15)

logo, para a relagdo a = f, todo t do dominio admite como verdadeira a Equacdo (15).
Portanto, é possivel restringir o radical interno aos valores,

0< —f'sen?(2t) +a' <a' (16)
Esta condicdo pode ser observada na curva vermelha da Figura 7(a). A segunda premissa para

determinar o dominio das Ovais de Cassini é de que a expressao do radical externo seja maior
ou igual a zero, ou seja,

V/FEcos?(20) £ [ 2 cos(20)] 2 0, (17)
Cada parcela da Equacgdo (17) esta representada graficamente na Figura 7(a). Ao realizar

a soma [subtragdo] entre as mesmas, como determina a Equagdo (17) tem-se como resultado a
curva azul [vermelho] representada na Figura 7(b).

@ . _ b
ol RaN
\ I, \\\ /\,” \\‘/ \ /\ /
’I \\ r; Y

\/ —f*[sen (2 r)]2 +a' \

— f%cos(2) N el

=]
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0 P 2n 0 n 2n
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FIGURA 7: (a) Fungdes a serem operadas no radicando. (b) Resultado da adi¢éo (azul) e
subtracdo (vermelho) entre as fungdes.

Portanto, para o caso a = f,se t pertence aos intervalos [0 ] [3” 5”]e [7: ] as operagdes

entre as parcelas da Equacdo (17) resultam em valores positivos, logo conclui-se que o dominio
é parcialmente obtido pela condigéo,
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—T 7
— +kr<t< —+km.
4—I—7r_ _4+7r (18)

Além dos valores positivos, 0s parametros t para o quais as funcdes da Equacédo (17) se anulam
também pertence a condi¢do de existéncia do dominio das Ovais de Cassini, ou seja,

i k7<f<i+f’i/i
4 4 (19)

Portanto, conclui-se que as equagdes paramétricas das Ovais de Cassine para 0 caso a = f
mantém-se sendo da forma da Equacéo (13) e que o dominio das Ovais de Cassini € obtido pela
combinagdo das Equagdes (18) e (19),

ﬁ_f\/tt{)s(Qt). %ﬂ +hkr <t < % + k.

3m
+A’T<T<T+Ln

=15

(20)

A anélise da curvatura da Oval de Cassini é feita graficamente usando a Equacéo (14).
Admitindo os coeficientes a =1 e f = 1 tem-se a curvatura a Oval de Cassini em funcéo do
pardmetro t representada na Figura 8(a). A Figura 8(b) apresenta também a curvatura. Em azul
estdo os pontos (x(t), y(t), 0), ou seja, a Oval de Cassini. Enquanto que em vermelho estdo os
pontos (x(t), y(t), k(t)), ou seja, no eixo das cotas esta representado a curvatura de cada ponto
da oval de Cassini. Dessa forma, € possivel determinar que os parametros que levam a curvatura

] ~ N 3
maximasdot = 0,t = w et = 2m, que correspondem a k(t) = oNe3

(a)

w

(b)

k(t)

[ k(t)

0o x 2 NG
l x(t) \
FIGURA 8: (a) Curvatura da Lemniscata de Bernoulli, a = f, o valor médximo de curvatura da

curva e%, emt=0, t=m e t=2m (b) Curva Lemniscata de Bernoulli (azul), e sua

respectiva curvatura (vermelho).

0y

A terceira e Ultima relacdo estudada foi a/f < 1, ou seja, a < f, a qual resulta duas
curvas continuas, fechadas e desconexas. A medida que a razdo entre os coeficientes aumenta,
as ovais ficam maiores conforme a Figura 9(a).
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FIGURA 9: (a) Curva construida a partir dos coeficientes a = 1,94 e f = 2, a razdo entre 0s
coeficientes € 0,97 o que resulta nas curvas relativamente grandes. (b) Curva construida a partir
dos coeficientes a = 1,2 e f = 2, a razdo entre os coeficientes é 0,6.

De modo anélogo aos casos anteriores estuda-se a condicdo de existéncia do dominio. A
partir da Equacéo (8), analisa-se primeiro a expressdo que se encontra no radical interno, a qual
deve assumir valores maiores ou iguais a zero. Logo tem-se que,

—ftsen?(2t) +a* >0 (21)

A presente expressdo oscila de valores negativos até a*, contudo devido a condigdo de

existéncia os valores negativos serdo desconsiderados. Deste modo, é possivel restringir o
radical interior a seguinte faixa de valores:

0< —flsen?(2t) +a' < a‘l, (22)

0 qual pode ser observado na curva vermelha da Figura 9(a). A segunda condi¢do para

estabelecer o dominio das Ovais de Cassini é de que a expressdo existente no radical externo
seja maior ou igual a zero, logo,

fFeos(2t) £ /—frsen2(2t) +at > 0 (23)

Cada parcela da Equacdo (23) esta representada graficamente na Figura 9(a). Ao realizar a soma
[subtracdo] entre as mesmas, como indica a Equacédo (23) tem-se como resultado a curva azul
[vermelho] representada na Figura 9(b).

(a) (b)

IAVAYAVAYA
VARV

\/—_)f4 [sen (2 f)]: +a'

— f2 cos(2t)

1 L 1

<

0 T 2n

t t
Figura 9:(a) Func¢des a serem operadas no radicando. (b) Resultado da adic¢do (azul) e subtracdo
(vermelho) entre as funces.

Conclui-se que para o caso a/f < 1, o dominio das Ovais de Cassini esta definido para

as duas operacGes existentes no radicando das equacGes paramétricas (8), entretanto, é
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necessario avaliar os intervalos onde o parametro t estd definido. A partir da Equacdo (21),
obtém-se,

2

| sen (2t)| < — 7. o)

0 que implica,

—a? a’
km + arcsen < 2t < arcsen + k7,
7 12 (25)

Logo, o dominio das Ovais de Cassini para a condicdo a < f, esta definido em,

1 —a?
3 arcsen f'-z +

A andlise da curvatura da Oval de Cassini é realizada graficamente utilizando a Equacao
(14). A mesma é calculada a partir dos coeficientes a = 1,94 ef = 2 e representada na Figura
10(a). A Figura 10(b) apresenta 0 mesmo resultado, porém com uma representagdo contendo o
eixo das cotas, k(t). Dessa forma analisa-se que os pardmetros t = 0,t =T e t = 2m, levam a
curvatura maxima, 1,12.

(a) 1.12 \ /\ / (b)

2 (26)

k(t)
=)

k(t)

Figura 10: (a) Curvatura da curva Oval de Cassini, a < f, a curvatura maxima é k(t) = 1,12.
(b) observa-se a curva Oval de Cassini (vermelho) em azul estd representada sua respectiva
curvatura.

O presente trabalho estudou a familia de curvas Ovais de Cassini, ao estabelecer sua
equacao na forma cartesiana e paramétrica, analisar o dominio e curvatura maxima a partir das
diferentes relacBes entre os coeficientes a e f, a> f,a=f e a < f. Os resultados foram
abordados graficamente, tanto as questdes relativas ao dominio quanto as relativas a curvatura.
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